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1. Klasszikus és kvantumos bolyongasok

Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan |V| = n cstcst graf. Definialhatunk egy véletlen
bolyongast a graf cstcsain a koévetkezd szabaly szerint: az aktuélis pontbol vélasszunk
egy véletlen élet és annak mentén lépjiink a kovetkezs cstcsra. Ennek a bolyongasnak az
atmenti matrixa P € R"*", ahol P,, = ﬁ(v) ha uv € F és 0 egyébként. A bolyongas k
lépésének atmeneti métrixa értelemszertien P*.

Szegedy Mari6 konstruélt minden ilyen P bolyongashoz egy kvantumos bolyongést ami
bizonyos szempontbol kvadratikusan gyorsabban konvergél mint P | |. Ma mar értjik
[ |, hogy ennek a kvantumos bolyongésnak k 1épését 1ényegében a Ty (P) méatrix irja
le, ahol T} a k-dik Csebisev polinom. (Ty(x) = cos(k - arccos(z)), ami egész k estén egy |k|
fokt polinom, Ty, (P)-t pedig tgy kell érteni, hogy x* helyébe P-t helyettesitiink.)

A kvantumos bolyongasok megértése kapcsan tehat fontos megérteni a T (P) alaku
méatrixok viselkedését. Egy nagyon konkrét kérdés amiknek a megvélaszolasa jobb megér-

tését adné bizonyos kvantumos algoritmusoknak:

e Vegyiink egy (péros) n csticsti utat, amely minden élének stilya v/2/3, kivéve a kozépso
¢l aminek a sulya 2/3, illetve a végpontokban van egy-egy 1/3 stlyt hurokél. Ennek
az élsulyozott grafnak az A adjacencia méatrixa bizonyos értemben két Osszeragasztott
binaris fan val6 bolyongast ir le | |. A szimulaciok azt mutatjak, hogy ha az
egyik végpontbdl indulunk akkor k£ = O(n) 1épés utan nagy valoszintiséggel atjutunk
a tuloldalra, vagyis Ti(A) jobb felsg sarkdban egy konstans nagy szam talalhato. Ez
még nincs rendesen bebizonyitva, csak n nagyobb hatvanyara és kis valoszintiséggel,
és egy kicsit masik grafra. Ebben a forméban a kérdést szerintem maéas még nem
vizsgalta.

Egy masik, kvantumos relevanciaji, de teljesen klasszikus kérdés:

e Legyen M C V egy cstcshalmaz ami a cstucsok legfeljebb 1/9-ed részét tartalmazza.
Igaz-e, hogy ha egy regularis (stlyozatlan) grafon bolyongunk M := V \ M egy
uniform véletlen pontjabol indulva, és T' a varhato lépésszam miel6tt eljutunk egy
M-beli cstucsba, akkor mindig van olyan ¢ érték hogy M csicsain atlagosan t ideig
varva a bolyongés tigy modosul, hogy O(T') 1épés utan nagy valészintiséggel M-beli
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csticson lesziink, majd tjabb O(T) 1épés utan nagy valosziniséggel M-beli csticsban
lesziink? Az allitas csak ~ 1/ log(T) valoszintiséggel ismert | |, de nem tudunk
ellenpéldarol.

Vannak még kapcsolodo érdekes kérdések, csak azokhoz kicsi hosszabb bevezetd dukal.

2. Strukturalt unitér matrixszorzatok altal generalt po-
linomok

Az elmult években kideriilt, hogy a kdvetkezs alakti matrixszorzatok:

U WU WUW -+ - WUy,

0 NP :
ahol W= 7 és U; € C?*2, vizsgalataval rengeteg kvantumos algoritmus sokkal
0 wt
jobban megérthetd és egyszertibben leirhato | |. (Intuitive érdemes w-ra mint a T

komplex egységkoron mozgo valtozora gondolni.)

Az ilyen alakt méatrixok karakterizacidja ezért nagy attorést hozott a kvantumos algo-
ritmusok fejlesztésének terén. A fenti alakt matrixok mint kideriilt pontosan azok a 2 x 2-es
méatrix értékd L(w) Laurent polinomok, amik legfeljebb k-ad foktak w-ban, mint w-beli
fliggvények a paritasuk megegyezik k-éval, és minden w € T értékre egy unitér méatrixot
frnak le | , Theorem 2].

Ennek kapcsan tobb nyitott kérdés is van. Egy a feltételeknek megfelelé Laurent poli-
nom esetén hogyan tudjuk megtalélni az Uy, Uy, Us, . .., Uy sorozatot hatékonyan? Vannak
egészen jo algoritmusok | | amik ~ k? id6ben futnak, de még jobbakat szeretnénk.

Természetes és a kvantumos algoritmusok szempontjabdl is érdekes kérdés, hogy mi

torténik, ha példaul W = ( a()]l a(z) ) alakt? Vagy esetleg 4 x 4-es méatrixokat vizsgalunk,
2
wy 0 0 0
) 0 w' 0 0 y i
és W = 0 0 w 0 . Tudunk j6 karakterizaciot adni az igy el6alldo matrix
2

0 0 0 wy!
értékd (Laurent) polinomokra?
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3. Lokalis algoritmusok, jatékok és Borel kombinatorika

Az elosztott szamitas Linial-féle modelljében [6] egy nagy grafon akarunk megolda-
ni valamilyen grafelméleti probléméat. Mindegyik csticsban egy szamitdégép van, amely a
szomszédainak tud tlizenetet kiildeni, és rendelkezik egy egyedi azonositoval. A szamitas
korokre van osztva, egy korben a szamitogépek tizenetet kiildhetnek a szomszédaiknak és
végezhetnek valamilyen szamitast. Mindegyik szamitogépen ugyanaz az algoritmus fut. A
szamités hosszéara vagy az lizenetek nagysagara nem tesziink megszoritast, a cél a probléma
megoldasa a lehetd legkevesebb korben. Egy, ezeknek a feltételeknek megfelels (t-korig futo)
algoritmust, (t-kord) lokdlis algoritmusnak neveziink. Kénnyt belatni példaul a kovetkezdt:

1. Allitas. Legyen G eqy N hosszi 1it. Ekkor, nincs olyan lokdlis algoritmus, amely < %
korben 2-szinezné G-t.

Meglepd modon, utak 3-szinezésére létezik < N korben fut6 algoritmus [5]; valoja-
ban log* N lépés elérhets, ahol log* az iteralt logaritmus fliggvény. Nevezziik ezeket az
algoritmusokat gyorsnak.

A célunk lokalis algoritmusok vizsgéalata d-regularis fakon (pontosabban olyan véges
fakon, melyek minden csicsa vagy d vagy 1 foki, és az 1-foku csticsokon nem kell megol-
danunk a problémat). Az alabbi egy klasszikus, nemtrivialis tétel (lasd pl. [2]).

1. Tétel. Legyen d > 2. Létezik gyors lokdlis algoritmus, mely d-requldris fakat d + 1
szinnel szinez, de nincs olyan gyors lokdlis algoritmus, mely d szinnel szinezne.

Egy nemrégi gyonyori észrevétel |1, 1], hogy konkrét Gsszefiiggés épithets ki a fenti
modell és a halmazelméletben vizsgalt végtelen grafok viselkedése kozott. Kideriil példaul,
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hogy a tétel kovetkezik egy, a halmazelméletben felfedezett mély technikabol |7, 3]: jatékok
segitségével kizarhato a gyors algoritmusok 1étezése.

A {6 cél, hogy megértsiik, pontosan mit adnak ezek a jatékok. A szokasos graf szinezési
probléma altaldnositasa a H-szinezési probléma: adott H grafra talaljunk homomorfizmust
G-bdl H-ba. Egy természetes tesztkérdés tehat az alabbi:

1. Kérdés. Karakterizaljuk azon H véges grdafokat, melyekre létezik a d-requldris fdakat
H-szinezd gyors lokdlis algoritmus!

Egy graf cstcsainak két szinosztalyra vald osztasat bardtsagtalan szinezésnek nevezziik,
ha minden cstcsnak tébb téle kiilonb6z6 szint szomszédja van, mint vele azonos szinid. Egy
masik érdekes tesztkérdés, ami varhatéoan egy régodta megoldatlan problémara is valaszt
adna a kovetkezé:

2. Kérdés. Bizonyitsuk jdtékkal, hogy nincs gyors algoritmus, amely 3-requldris faknak
bardtsdgtalan szinezését adja megq.
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4. Nagy véletlen grafok

A véletlen grafok meglepé tulajdonsagokkal birnak. Példaul vegyiink egy n — oo cst-
cstu véletlen grafot, amiben minden csics fokszama 10, és kérdezziik meg, hogy mekkora
benne a maximalis fiiggetlen csticshalmaz mérete (a legnagyobb olyan csticshalmaz, ami
az iires grafot fesziti). Majd tegyiik fel ugyanezt a kérdést 10 helyett 100-as fokszamra.
Kevesen gondolnak, hogy ez két kiilon probléma lenne. Pedig ez olyasmi, mint hogy kisza-
molni a viz stirtdségét +20°C-on vagy +50°C-on (100 kPa nyoméason) szinte ugyanolyan a
feladat, de -50°C-on mar teljesen méas, mert kozben a viz megfagy, és a legtobb tulajdonsaga
megvaltozik. Hasonléan ,fagy meg” a fliggetlen halmaz is kb. 19,14 fokon.

Ilyen grafelméleti kérdéseket kutatunk tébbek kozott a graflimeszelmélet, a statisztikus
fizika és az algoritmuselmélet eszkozeivel, és ugyanezek a téméak adjak a kutatas 6 motiva-
ciojat is. Példaul nem érthetjiik meg a nagy grafok szerkezetét, amig azt sem tudjuk, hogy
a véletlen graf milyen. Vagy a fizikai fazisatalakulasokat sem érthetjiikk meg, amig a sokkal
egyszertibb absztrakt matematikai modellekben megjelend fazisatalakulasokat sem értjiik.

Ehhez a kutatashoz sok esetben olyan elemi matematikai kérdéseket kell megvalaszol-
nunk, mint hogy egy n cstcsu d-regularis véletlen grafnak:

e hany feszit6faja vagy feszits erdeje van?

e hany olyan adott méret parositasa (fiiggetlen élhalmaz) van, ami nem tartalmaz
alternalo kort?

Ilyen elemi kérdésekkel fogunk foglalkozni, de ezeken keresztiil igyeksziink bepillantast adni
a kérdések eredetére, kapcsolataira is.

5. Normal feliilet szingularitasok topolbégidja és generi-
kus analitikus tipusainak kombinatorikija

Az algebrai geometria egyik klasszikus és szép dga a komplex normal feliilet szingula-
ritasok elmélete. Ez két dimenzios komplex feliiletek (4 valos dimenzios) cstnya pontjait
vizsgalja ahol lokalisan nem tigy néznek ki mint R*. Egy szingularis pont kis kornyezete
ugy néz ki mint egy 3 dimenzi6s kompakt tér folé allitott kup. Egy sima pont esetén ez a
tér egy 3 dimenzids gomb, szingularis pont esetén azonban egy bonyolultabb 3-dimenzios
tér ugy nevezett graf 3 sokasag. Ezt kombinatorikailag egy graf, és rajta két féle dekoracio,
az onmetszés szamok és génusz szamok irjak le.

Egy klasszikus kérdése a normal feliilet szingularitdsok elméletének hogy analitikus
invariansok mint a geometriai génusz, multiplicitas vagy Milnor szam milyen szinten olvas-
hatoak le a graf kombinatorikdjabol. Az utobbi években egy 1j lendiiletet kapott a téma
azaltal, hogy fix graf mellett a lehetd leggenerikusabb analitikus tipusra szamtalan inva-
ridnst sikeriilt lefrni, mint példaul a geometriai génuszt vagy a multiplicitast. A formulak
sajatos jellege hogy legtobbjiik egy a grathoz rendelt egyszerd kvadratikus fliggvénybdl
olvashatbak le kombinatorikus képletekkel.



A modszer egyes altalanositasai esélyt adnak arra, hogy egy éltaldnos szingularités ko-
homolégikus invaridnsara erds kombinatorikus megszoritasokat adjunk. A témahoz sziikség
van elméleti alapozésra, de utana elemi kombinatorikus kérdések is megfogalmazhatoak
amelyek jo alapot nytjthatnak egy kutatas megkezdésére mér egyetemistaknak is.

6. Szamtani sorozatokat tartalmazd és nem tartalmazo
halmazok

Olyan kérdéseket vizsgalunk, melyeknél vagy azt irjuk eld, hogy egy halmazban sok
szamtani sorozat legyen (tovabbi elsirt feltételeknek is eleget téve), és emellett a mérete
legyen minél kisebb, vagy pedig azt, hogy egyaltaldn ne legyen szamtani sorozat, és legyen
a lehets legnagyobb.

Mi a lehetséges legkisebb mérete egy olyan A C I, halmaznak, melynek minden eleme
egy 3 hosszi A-beli szamtani sorozat kozépss eleme? (Azaz minden a € A esetén van
b,c € A\ {a} tgy, hogy 2a = b+ c.) Es ha 2k + 1 hosszt szamtani sorozat létezését irjuk
eld, vagyis minden a € A esetén kell legyen olyan d # 0, hogy a+d,a+2d, ..., a+ kd mind
A-beliek? Es ha emellett még azt is megkoveteljiik, hogy minden a ¢ A esetén legyen olyan
d# 0, hogy a+d,a+2d,...,a+ kd € A? Ezek a kérdések az Alon-Jaeger-Tarsi sejtéshez
kapcsolodnak, mely azt allitja, hogy ha M egy nemszinguléaris matrix egy legalabb 4 elemi
test felett, akkor van olyan x, hogy sem z-nek, sem Mz-nek nincs 0 koordinataja.

Mekkora lehet Z7 egy olyan részhalmaza, ami nem tartalmaz k£ hosszi szamtani soro-
zatot? A kérdést elsGsorban tugy néznénk, hogy m, k rogzitett, és n — oo. Az extremélis
méretet jelolje r(Z)). A kérdés mar k = 3-ra is nyitott. Ismert, hogy

2.217" < r4(Z2) < 2.756",

3" /\/n < rs(Z2) < 3.611".

Ezeken a becsléseken javitani talan til ambicidzus célkittizés lenne, de pl. bizonyos Ossze-
tett m-ekre a jelenleg ismert becslések javitésa, vagy akar k£ > 3 mellett az eddigieknél
jobb konstrukciok talalasa mar sokkal reménytelibb. Erdekes lehet mas aritmetikai konfi-
guraciokat is nézni, pl. hires kérdés, hogy mekkora lehet egy corner-free halmaz, vagyis egy
olyan A C F? x F7, melyben nem fordul el az (a,b), (a +d, b), (a, b+ d) konfiguracio. Felss
becslésekhez a polinom modszer lehet hasznos (példaul a “slice rank” segitségével), also
becsléseknél Behrend, és Salem-Spencer konstrukciéi adhatnak ihletet, de a kérdések sok
maés teriilethez (szamitastudomany és informacioelmélet, geometria), illetve hipergrafokkal
kapcsolatos kérdésekhez is kapcsolodnak.

7. Szimplexek r-szeresen metszé halmazrendszerekben

Egy F halmazrendszer r-szeresen metszd, ha minden Fy, Fy, ..., F, € Fesetén N[_, F; #
0. A Gy,G,...,G, halmazok s-szimplexet alkotnak, ha barmelyiket elhagyva a tobbiek
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metszete nem-iires, de N{_;G; = (). Legfeljebb hany (r + 1)-szimplexet tartalmazhat egy
r-szeresen metszé F C 2" halmazrendszer? A sejtett extremalis konstrukcio: F, = {F C
[n] : |FN[r+1]] > r}. A k-uniform esetben az analog konstrukcio valoban extremalis elég
nagy k-tol fiiggs n esetén:

D. Nagy, B. Patkos: Triangles in intersecting families, https://arxiv.org/abs/2201.
02452

8. Turan-problémak g¢-grafokra

Egy g-él egy n-hosszu vektor, melynek pontosan két nem nulla eleme van, és minden
eleme a {0,1,...,¢} halmazbol valo. (Azaz a g = 1 eset egy n csicsu graf egy élének a
karakterisztikus vektora, vagy a graf incidencia-méatrixdnak egy oszlopa.) A ¢-él tartoja a
nem-nulla elemek indexeibdl all6 par. Egy n csticst ¢g-graf egy csomé ¢-él egyiitt. Definidlni
szeretnénk, hogy egy H ¢-graf mikor alkotja egy hagyomanyos F' graf egy s-példanyéat
(itt s > 2 egész). Akkor mondjuk ezt, ha |H| = E(F'), a H tartoibol allo graf izomorf
F-fel és minden v € e, ¢/ € F esetén az e-nek és e’-nek megfelels g-élek v-nek megfelels
koordinatainak osszege legalabb s.

Peélda: (1,3,0,0,0), (0,1,0,0,3), (3,0,0,0,1) egy 4-haromszoget alkot, de (3,1,0,0,0),
(0,1,0,0,3), (3,0,0,0,1) csak egy 2-haromszoget.

Probléma: ex(n, F,q,s) jeloli a legnagyobb n-csicsi ¢-graf méretét, ami nem tartal-
mazza F' s-példanyat. Tehat ex(n, F') = ex(n, F, 1,2). Van néhany eredmény ex(n, F,q) =
ex(n, F,q,q+ 1)-r6l. Gytjtsiink még,.

Pl: ex(n,C3,q) ha > 3. Sejtés: ¢* - ex(n, C3). Ugyanez hosszabb paratlan korokre.

ex(n,T,q) ha g > 3 és T fa. (¢ = 2 esetén ismert az aszimptotika.)

ex(n, K,,q) ha r > 4. Van egy altalanos also és felsé korlat.

9. Véletlenitett atlagolas

Néhany, egyelére ketts entitas szeretné a méréseit (mondjuk 1 és —1) kiatlagolni. Ha
hatékonyan szinkron kommunikalnédnak, ez menne is gyorsan. Ehelyett annyit engediink,
hogy egyiranyu tlizeneteket kiildjenek egymésnak. Egy mikodd séma erre az esetre az un.
ratio consensus (méasutt push-sum, weighted gossip), ahol az i entitds a mért z* mellett egy
masodlagos w’ valtozot is kap, fixen 1-re inicializadlva. Egy ¢ — j iizenet esetén a frissités

i Jjoo_ J i
Ti = 1y/2, rl, =z +27/2,
i i R | i
wi, = w;/2, wy,, = wy +wi/2.

Bizonyitott, hogy nemtrivialis iid tizengetések esetén z!/w! mindkét szereplére tart az at-
laghoz (most 0-hoz) 1 valdszintiséggel.
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Elképzelhets azonban, hogy az iizenetek elvesznek az éterben. Tegyiik fel, hogy p valo-
szintiséggel a fenti mivelet helyett az alabbi megy végbe:

i i Jj o .d
Tiy = 7y/2, Tip1 = Ty,

i i R |
Wy = wt/27 Wiy = Wi

Tehat a kiildg teszi a dolgat, de semmi nem érkezik. A hanyadosok ekkor is konvergalnak,
azonban egy kozos véletlen értékhez.

A kihivas az, hogy a kapott érték négyzetes hibajat becsiiljiik a tényleges atlagtol, a
0-tol. Vannak részeredmények és kezdetleges becslések amik p — 0 és p — 1 konziszten-
sek, de van hova javitani b6ven. Részletek olvashatok a https://arxiv.org/abs/1504.
08193 cikkben, valamint a https://www.renyi.hu/"balazsg/anim_u3d_140808.webm vi-
de6 mutatja 3 szerepld esetén a kapott érték (szimulélt) eloszlasat, ahogy p-t noveljiik 0-r6l
1-re.
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