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1. Alpern és a moékusok

Az Alpern’s caching game nevii jatékben egy mokus n hely valamelyikére elas d mogyo-
rot. Osszesen 1 egység mélyre ashat. Ezutan jon a farkas és megprobalja mind a d mogyorot
megtalalni. A farkas ismeri az n helyet és Osszesen k egység mélyre ashat. Ha az Osszes
mogyordt megtalalja, akkor a farkas nyer, ha legalabb egy rejtve marad, akkor a mokus.
Milyen stratégiat érdemes kévetniiik? Optimalis jaték esetén mennyi lesz a farkas nyerési
esélye?

Megleps modon a mokus néha jobban jar, ha nem hasznalja ki a teljes dsési kapacitasat.
. . . d o,
Ennek segitségével be lehet latni, hogy a farkas nyerési esélye legfeljebb (nle) és sejtés,
d
hogy ez éles minden elég nagy n-re, kivéve esetleg par kis k értéket. Ez a sejés azonban
csak egész k-ra ismert, nem egész k-kra szinte semmit nem tudunk, de majd ti kitalaljatok.

Par kapcsolodo olvasnivalo:

S. Alpern, R. Fokkink, T. Lidbetter, and N. S. Clayton, A search game model of the
scatter hoarder’s problem, Journal of The Royal Society Interface 9(70):869-879, 2012.

E. Csoka, Limit theory of discrete mathematics problems, https://arxiv.org/abs/
1505.06984.

D. Palvolgyi, All or Nothing Caching Games with Bounded Queries, https://arxiv.
org/abs/1702.00635.

2. Er6s extremalis grafelmélet

A Turan-féle extremélis probléma azt vizsgalja, hogy adott n és rogzitett F' mintagraf
mellett milyen m = m(n, F) élszam esetén lehetiink benne biztosak, hogy egy n cstcst
alaphalmazon felvett m kiilonbo6z6 él megad egy F-fel izomorf részgrafot.
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Vegytink most m él helyett M darab (kiilonb6z6 szinti) H részgrafot an n-cstucsu alap-
halmazon, amelyek éldiszjunktak. Milyen, H-tol fiigg6 M = M (n, F') esetén biztos, hogy
létezik a olyan F-fel izomorf részgraf, amelynek minden éle kiillonb6z6 szint?

Javasolt Problémak

e H cseresznye, vagy altalanosan: csillag vagy 1t

o H teljes vagy teljes paros graf.
3. Extremalis regularis grafok: K., esete

Legyen G, a d-regularis grafok Osszeségét. Jonéhany grafparaméter esetén az a sejtés,
hogy a K441 maximalizalo graf. (Nagyon gyakran Ky.q, K4 vagy a végtelen d-regularis fa
T, valamelyike az extremalis graf, ezutobbi eset egy kicsit tritkkkés.) Itt néhanyat emlitek
meg ezek koziil. Alabbiakban mindenhol v(G) jeloli egy graf csucsainak szamaét.

Sejtés: Legyen d paros és jelolje ¢(G) a G graf Euler iranyitasainak a szamat, ekkor G' € Gy
esetén
g(G)l/U(G) S 5(Kd+1)1/U(Kd+1)-

Sejtés: Legyen d paros és legyen M(G,)\) = ZZ(:GO) mi(G)NF, ahol my(G) a k él parosi-
tasok szama a G-ben. Ekkor G € G; és A > 0 esetén

M (G, N)YD = M(E gy, AP Eer),

A sejtés be van bizonyitva ha A nagyon pici vagy nagyon nagy. Paratlan d-re nem igaz az
allitas ha A nagy.

Sejtés: Legyen

Z2(G,qw) = Y ¢Wul,
ACE(G)

ahol ¢ > 1 ésw > 0 és k(A) a (V, A) 6sszefiiggd komponenseinek szama. Ekkor G € Gy
esetén

Z(G,q,w)" D < Z(Kgpa, g w) /e,

A sejtés be van bizonyitva ha g egész.
Sejtés: Legyen F(G) a G graf feszitGerdSinek szdama. Ekkor G € G, esetén

F(G)l/’v(G) > F(Kd_f_l)l/U(KdJrl)'



4. Hipergrafok lefogasa és szinezése

A H hipergraf csicsai legyenek egy P sikbeli ponthalmaz pontjai, hiperélei pedig azon
részhalmazok melyek kivaghatok egy olyan tengely-parhuzamos téglalappal, melynek alja
az r tengelyen van. Ismert, hogy létezik un. polikromatikus k-szinezés, melyre a (legalabb)
3k — 2 méretd élek mindegyik szint tartalmazzak (https://arxiv.org/abs/1302.2426).
Legjobb als6 korlat kb. 1.67k. Ezeket a korlatokat szeretnénk javitani. Egyik lehetséges
modszer, hogy csak adott méretii hiperéleket meghagyva (igy a hipergraf m-uniform lesz
valamely m-re) c-sekély lefogd ponthalmaz keresése valamely c-re, azaz amelyik minden hi-
perélbdl legfeljebb ¢ cstcsot tartalmaz. Nem tudjuk létezik-e ilyen (az uniformitas feltétele
mindenesetre sziikséges). Ennél gyengébb struktira r-ritka lefogé ponthalmaz, azaz ame-
lyik minden hiperélnek legfeljebb r-ed részét tartalmazza. A fenti k-szinezés segitségével
tudunk 2/3-ritka lefog6 ponthalmazt megadni (fontos, hogy itt viszont nem kell megko-
vetelniink, hogy a hipergraf uniform). Van példa amelyben nincs 1/2-nél ritkabb lefogo
ponthalmaz. Kérdés, mi a legkisebb lehetséges r.

Ez a lefogd ponthalmazos megkozelités segithet két masik kapcsolodo hipergraf szinezé-
sében, melyekrdl még azt sem tudjuk, hogy 2-szinezhetGek-e a legalabb m méretti hiperélei
valamely m-re.

Egyikiik az un. shift-chain (definiciot lasd pl. https://arxiv.org/abs/1310.6900),
mely speciélis esete a speciélis shift-chain, mas néven ABA-mentes hipergraf, amirél viszont
lehet tudni hogy van 2-sekély lefogd ponthalmazuk (https://arxiv.org/abs/1410.0258).

Masikuk az egészek valamely véges részhalmazéan 2-hatvany kiillonbségi véges szamtani
sorozatok altal kimetszett részhalmazok hipergrafja, lasd b&vebben itt: https://coge.
elte.hu/kutverseny21l.pdf a Szamtani Sorozatok Szétszedése c. kérdést.

5. Multiplikativ komplementumok

Legyen A és B a nemnegativ egészek két részhalmaza. Azt mondjuk, hogy A és B
aszimptotikus additiv komplementumok, ha minden elég nagy egész szam felirhatd a + b
(a € A, b € B) alakban. Jelolje A(x) az A halmaz elemeinek szaméat z-ig és B(z) a B
elemeiét. Konnyen latszik, hogy ha A és B aszimptotikus additiv komplementumok, akkor

lim inf M

T—00 x

> 1.

Danzer mutatta meg, hogy vannak olyan A és B végtelen részhalmazai a nemnegativ
egészeknek, hogy A és B aszimptotikus additiv komplementumok és

lim
T—00 x

A fenti fogalom mintajara, ha A és B a pozitiv egészek két részhalmaza, akkor A és B
aszimptotikus multiplikativ komplementumok, ha minden elég nagy pozitiv egész felirhato
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ab (a € A, b € B) alakban. Ha A és B végtelen halmazok aszimptotikus multiplikativ
komplementumok, akkor igazolhato, hogy

lim —A(x)B(x) = 00

T—r00 €T
Az érdekes feltétel az, ha feltessziik, hogy A(x) = o(x) és B(z) = o(x). Ha f(x) — oo,
amint x — 0o, akkor vannak olyan A és B aszimptotikus multiplikativ komplementumok,
amikre A(z) = o(x), B(z) = o(x) és

lim inf M =0.

e af ()

Mésrészt ekkor A(2\B
lim sup M > 0.
T—00 102_2:1:

Koénnyen megadhatok olyan A és B aszimptotikus multiplikativ komplementumok, amikre

A(x)B
lim sup M < 00.
T—00 Tog

A cél, hogy az aszimptotikus additiv komplementumokra vonatkoz6 eredményeknek meg-
felels allitasokat bizonyitsunk aszimptotikus multiplikativ komplementumokra és a fenti
eredményeket élesitsiik.

6. Polinomok monokromatikus gyokei

A Ramsey-elmélet els§ eredménye Schur 1912-bél szarmazo tétele, ami szerint tetszd-
leges k esetén a pozitiv egészeket k szinnel szinezve az x 4+ y = 2z egyenletnek végtelen sok
monokromatikus megoldésa van. Ezt a tételt Rado altalanositotta lineéaris egyenletekre.
Ha az el6z6 egyenlet mintajara a p(zy,...,z,) = 0 egyenletet vessziik, ahol p egy polinom,
akkor az a feltétel, hogy p-nek a pozitiv egészek kozt végtelen sok megoldasa van, még nem
garantalja, hogy tetszéleges két szinnel szinezés esetén is lesz végtelen sok monokromatikus
megoldésa a pozitiv egészek kozt. Tobb polinom esetén mar sikeriilt pozitiv eredményeket
bizonyitani. Egy ilyen eredmény a kovetkezd:

1. Tétel (Green, Lindqvist, 2017). Az x +y = 22 egyenletnek a pozitiv egészek tetszdleges
2-szinezése esetén végtelen sok monokromatikus megolddsa lesz.

Altalanosabban:



2. Tétel (Liu, Pach, Sandor, 2018). Legyen p(z) = aqz®+---+ag, ag > 0, a; egész. Tegyiik
fel, hogy p(1)p(2) pdros. Ekkor az x +vy = p(z) egyenletnek a pozitiv egészek tetszdleges
2-szinezése esetén végtelen sok monokromatikus megolddsa lesz.

A fenti polinomra 3 szinnel szinezve a pozitiv egészeket méar nem garantélhato végtelen
sok monokromatikus megoldés. A projekt célja, hogy tovabbi polinomok esetén garantél-
junk végtelen sok monokromatikus megoldast a pozitiv egészek 2-szinezése esetén. Egy
természetes altalanositas példaul, hogy mely a és b pozitiv egészek esetén lesz az

ax + by = p(z)

egyenletnek végtelen sok monokromatikus megoldasa.

7. Szamtani sorozatot nem tartalmazé halmazok

Mekkora lehet Z7 egy olyan részhalmaza, ami nem tartalmaz £ hossza szamtani soro-
zatot? A kérdést elsGsorban tgy néznénk, hogy m, k rogzitett, és n — oco. Az extremalis
méretet jelolje r(Z). A kérdés mar k = 3-ra is nyitott. Ismert, hogy

2.217" < r4(Z2) < 2.756",

3" /\/n < rs(Z1) < 3.611".

Ezeken a becsléseken javitani talan tul ambiciozus célkitilizés lenne, de pl. bizonyos 6ssze-
tett m-ekre a jelenleg ismert becslések javitdsa, vagy akar £ > 3 mellett az eddigieknél
jobb konstrukciok talalasa mar sokkal reménytelibb. Erdekes lehet mas aritmetikai konfi-
guraciokat is nézni, pl. hires kérdés, hogy mekkora lehet egy corner-free halmaz, vagyis egy
olyan A C ;) x [F, melyben nem fordul el§ az (a, b), (a +d, b), (a, b+ d) konfiguracio. Felss
becslésekhez a polinom modszer lehet hasznos (példaul a “slice rank” segitségével), also
becsléseknél Behrend, és Salem-Spencer konstrukcioi adhatnak ihletet, de a kérdések sok
maés teriilethez (szamitastudomany és informacioelmélet, geometria), illetve hipergréafokkal
kapcsolatos kérdésekhez is kapcsoldédnak.

8. Szétvagott Pascal haromszog: rekurziok megszorita-
sokkal

Altalanos iskolabol ismerds kérdés, hogy hanyféleképpen olvashatjuk ki a matemat (ika)
szot a tablazatbol. Vilagos, hogy valasz 2-hatvany, és kés6bb mindez a binomialis tétellel
is Osszefliggésbe hozhato lesz.


https://terrytao.wordpress.com/2016/05/18/a-symmetric-formulation-of-the-croot-lev-pach-ellenb erg-gijswijt-capset-bound/
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n=1 A A
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n=23 E E E E

n=4 M M M M M

n=>5 A A A A A A
n==~6 T T T T T T T

Bemelegits feladat/1 Hanyféleképpen olvashatunk ki egy n-betiis szot, ha egy els-
re megadott pozicioju fliggbleges egyenestdl jobbra nem léphetiink? Mi a helyzet, ha a
fiiggbleges sav altal hatarolt tartoméanyban kell maradnunk a kiolvasas kozben?

A valasz itt jol meghatarozhato; a késébbi problémékban f6leg n fiiggvényében szeret-
nénk nagyséagrendi becslést adni.

Altalanos kérdés. Vegyiink egy rekurziot, melyben R(0,0) = 1, R(0,k) =0 Yk # 0,
és R(i,j) értéke az R(i—1, j4+t) t € [—a, a|NZ értékek nemnegativ linearis kombinaciojaként
fejezhetd ki mint

R(i,j) =Y M-R(i—1,j+1).
t=—a

Eszrevétel. A Pascal haromszog esetén legyen a = 1, a \; értékek rendre 1,1, 0.

Bemelegits feladat /2 Mennyi lesz dltaldnos esetben az n. sorosszeg?

Probléma Mi torténik, ha ebben az altalanosabb kontextusban levigunk egy haté-
rolofiiggvénnyel egy sikrészt, vagyis a megfelel§ tartomanyba esé értékei a rekurzionak
nullazédnak?

Eszrevétel. A Pascal haromszog esetén f(x) = 0.5z + C alaki egyeneseknek felenek meg
a tablazatbeli fiiggsleges hataroloknak.

e Vizsgaljuk meg az n. sordsszeg nagysagrendjét, ha f(x) hatarolofiiggvény egyenes
f(x) =mz+b (és a kicsi)'

e keressiink mas fiiggvényekre is valaszt!”

A kérdés Pascal haromszogre elég természetes, de altalnosan is el6keriil alkalmazasa az
efféle megszoritott rekurzidonak.

9. Tutte polinom

Egy G = (V, E) graf Tutte polinomjat a kévetkezSkeppen definialjuk:

Tg(x7 y) = Z (Z‘ _ 1)k(A)—k(E) (y i 1)k(A)+|A|_\V\7
ACE(G)

Lerre van ismert részeredmény
2javasolok én is majd.



ahol k(A) a (V, A) 6sszefiiggd komponenseinek szama.

A Tutte polinomra rengeteg sejtés ismert. Itt csak parat emlitek meg, de a projekt
kezdetén tovabbiakat is fogok mondani:

Merino-Welsh sejtés: Ha G graf nem tartalmaz elvagoélet és hurokélet, akkor
Te(1,1) < max(T¢(2,0),T6(0,2)).
Valojaban a kovetkezd erésebb sejtés is ismert:

TG(L 1)2 < TG(27 O>TG(07 2)

Korrelacios egyenlétlenség sejtés: Tetszbleges G grafra és e, f élekre
Ta-e(2,1)T5-5(2,1) > Te(2,1)Ta—(e,53 (2, 1).

Valojaban T (2,1) a feszitGerdsket szamolja meg. Erdekesség, hogy T (1, 1) a feszitsfakat
szamolja meg egy Osszefliggs grafban és arra ismert a fenti egyenlGtlenség.

Az utoébbi években szamos érdekes azonossigot fedeztek fel a Tutte polinomra, mint
példaul a Traldi-Gordon azonossag vagy a Kook-Reiner-Stanton konvoluciés formula, igy
jo esélyt latok, hogy valamelyik ismert vagy kevésbé ismert sejtést bebizonyitsuk vagy
gyengitsiik a feltételeket ami mellett egy sejtés ismert.

10. Véletlen bolyongas finomitasa

Adott egy n pontu korgraf, az egyenletes eloszlas rajta, ha a fene fenét eszik is, kedvenc
Markov lancunk legjobb esetben is csak ~ n? lépésben kozeliti meg ezt mint stacionarius
eloszlasat. Ez ad is egy becslést a spektrdlis résre,

A:=1—max{|\]| | \i # 1 az &tmenetmatrix sajatértéke},

jelen esetben A > 1/n?%

Ezen a kovetkez6 modon varidlhatunk. Legyen 0 < o < 1 rogzitett, és k = [n?]. A
kort k véletlen élen megszakitjuk, a fennmarad6 ivek éramutato jarasa szerinti végeit (a;)
Osszekotjiik az Osszes oramutatoval ellenkezs véggel (b;).

Tekintsiik azt a Markov lancot, ami az iveken a;-t6l b;-ig determinisztikusan(!) 1ép,
majd b;-ben 1/k valoszintiséggel 1ép barmely a;-be. Kénnyen lathato, hogy ez igy duplan
sztochasztikus, tehat joldefinialt és egyenletes stacionérius eloszlasu.



Tétel: Erre a véletlen grafsorozaton definialt Markov lanc sorozatra, ahogy n — oo (és
vele egyiitt k — oo a rogzitett o-val), a spektralis résre

A > k log™“n
n
aszimptotikusan 1 valoszintséggel.

Tehat eltiinik a négyzetes skalazas, ami a szimpla kérnél jelen volt, annak ellenére, hogy
az fveken csak determinisztikus 1épés torténik.

Itt jon az izgalmas - és természetes - kérdés: szimulaciokon latjuk, hogy nem 1 va-
loszintiségl lépegetés a legjobb, hanem érdemes lehet egy kis randomizalasi komponenst
belevenni, azonban errél még nincs pontosabb megértésiink.

Részletesebb és precizebb leirdsa a modellnek valamint a Tétel bizonyitasa megtalalhato
a https://arxiv.org/abs/1509.01431 cikkben.
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