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Szabalyok
A verseny ideje: 2021. januér 24. 9:00 — 2021. januar 31. 23:59.

A verseny 7 blokkbol all. Minden blokk egy-egy témara épiil. A blokkokban vannak
az adott téma megértését segitd feladatok is, de nyitott (azaz megoldatlan) kérdések is. A
verseny (beleértve az értékelést és a dijazast is) a kiilonb6z6 blokkokban egyméastol teljesen
fliggetleniil zajlik.

A témak bdsége miatt azt javasoljuk, ne akarjatok mindegyikben elindulni. Inkabb kevés
témaban induljatok, és mélyedjetek el benniik jobban.

A megoldasokat LaTeX-ben (a .pdf és a .tex fajlt is), blokkonként kiilon fajlban a
lengerd@caesar.elte.hu cimre kiildjétek a verseny végéig.

A versenyen el lehet indulni egyéniben is, de kisebb (maximum 4 f6s) csapatokban is.
Aki egyediil indul, annak nem kell kiilon neveznie, de a csapatoknak ezen a formon kell
nevezni legkés6bb januar 27. 23:59-ig.

Nem kételez6 ugyanabban a csapatban elindulni a kiilonb6z6 blokkokban.

Kérjiik, hogy a leadott munkakban jelezzétek, hogy végiil a csapat melyik tagjai vettek
aktivan részt az adott blokk feladatainak megoldasaban.

Az internet hasznalata csak passziv modon engedélyezett, azaz keresni szabad, de bar-
milyen féorumon barmilyen kérdést feltenni tilos. Amennyiben hivatkoznatok valamilyen
szakirodalomban megtaldlhaté definiciora, tételre, modszerre, sth., akkor azt pontos for-
rasmegjeloléssel tegyétek.

Ha van barmi kérdésetek, frjatok a lengerd@caesar.clte.hu cimre.

Jo feladatmegoldast kivanunk!

a Verseny szervezsi
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Szamtani Sorozatok Szétszedése

Definiciok:

D C N-re jelolje Ap a d € D differenciaju, tetszéleges hosszuisagi szamtani sorozatok
csaladjat, és jelolje A a d € D differenciaju, végtelen hosszti szamtani sorozatok csaladjat.

Legyen A (ahol A lehet barmely Ap vagy A%¥) m-jo, ha minden S C N-nek van olyan
S1 U Sy = S particidja, amire teljesiil, hogy ha egy A € A sorozatra |S N A| > m, akkor
|S1NA|#0és |San Al # 0.

Feladatok:

AP-1. Probaljuk meg jellemezni azokat a D-ket, amikre Ap illetve A% valamilyen m-re
m-jo.

AP-2. Mutasd meg, hogy minden k-ra létezik my, hogy barmely m-j6 Ap-re minden
S C N-nek van olyan S; U...U S, = S partici6ja, amire teljesiil, hogy ha egy A € Ap
sorozatra |S N A| > my, akkor |S; N A| # ) minden 1 < i < k indexre. Igaz Ap helyett
AR-vel is az allitas? Vagy barmely més m-jo A részcsaladjara N-nek?

AP-3. Adjunk minél jobb fels6 becsléseket m,-ra m és k fiiggvényében. Mi a helyzet, ha
m = 2? Es ha m = 37

AP-4. Ha D = {2' | i € N}, akkor mi a legkisebb m, amire Ap méar m-j6? Adjunk minél
jobb becslést my-ra.
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Morse elméleti kérdések

Definiciok:

Egy kompakt topologikus teret (kompakt) sokasdgnak neveziink, ha az Hausdorff (73)
és lokélisan euklideszi, vagyis minden pontjanak van R"-nel homeomorf kérnyezete.
Egy ilyen kornyezetet (lokalis) térképnek hivunk.

Egy (kompakt) sima sokasdg egy olyan (X,.A) par, melyben X egy kompakt soka-
sag, és A térképek egy olyan X-beli rendszere, mely fedi X-et, és két A-beli térkép
metszetén a homeomorfizmusok megszoritasainak kompozicioja sima (végtelenszer
differencialhato), mint R™ egy nyilt részén értelmezett fiiggvény. A-t hagyoményosan
nem tiintetjiik fel a jelolésben.

Egy f: X — R fiiggvény sima, ha minden térképen az.

Egy x € X pont kritikus pont ha valamely z-et tartalmazo térképen

of , .
B (x)=0

minden z; koordinatara. (Ekkor ez a tulajdonsag persze a lanc-szabaly miatt minden
térképen teljestil.)

Az x € X kritikus pont nem-elfajulo ha egy x-et tartalmazd térképen a

9% f

)’.L‘
Dx;0m; ="

méatrix nem-elfajulé (nem-nulla determinénsi). Ismét, ha ez egy térképen teljesiil,
akkor igaz lesz minden (z-et tartalmazo) térképen.

Az f: X — R fiiggvény Morse ha minden kritikus pontja nem-elfajul6.

1. Tétel. Minden kompakt sima sokasdagon van Morse fiigguény. Valojaban a Morse fiigg-
vények eqy strd részhalmazdt adjdak a sima fligguényeknek.

2. Allitas (Morse Lemma). Ha f: X — R Morse és x € X egy kritikus pont, akkor létezik
eqy olyan x korili térkép (ahol x az origdba képzddik), hogy

A n
flzy, .. xy) :c—Zx?—i- Z 3.
i=1

i=A+1

A X nem-negativ egészt az x kritikus pont indexének nevezzik.
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Feladatok:

M-1. Mutassuk meg, hogy egy X kompakt sokasagon egy Morse fiiggvénynek véges sok
kritikus pontja van.

M-2. Lassuk be, hogy ha X egy sima kompakt n-dimenzios sokasag és f egy Morse fiigg-
vény X-en, akkor f-nek mindig van egy 0 és egy n indext kritikus pontja. Amennyiben X
Osszefiiggd, van rajta olyan Morse fliggvény, melynek pontosan egy 0 indexi és pontosan
egy n indexd kritikus pontja van.

M-3. Tegyiik fel, hogy X-en van egy olyan Morse fliggvény, melyen nincs 1 indexd kritikus
pontja. Lassuk be, hogy ekkor X egyszeresen Osszefiiggs, vagyis m (X) = 1.

M-4. Lassuk be a fenti kdvetkezményt akkor, ha olyan Morse fiiggvény van az n-dimenzios
X-en, aminek nincs (n — 1)-indexd kritikus pontja.

M-5. Lassuk be, hogy a korvonalon egy f Morse fiiggvénynek pontosan ugyanannyi 0
indextd és 1 indext kritikus pontja van. Igaz-e ez az S? gémbfeliiletre?

M-6. Tegyiik fel, hogy X = S! x S! a 2-dimenzios térusz. Lassuk be, hogy X-en minden
Morse fiiggvénynek van legalabb két 1 indext kritikus pontja.

M-7. Talaljunk a CP" komplex projektiv téren (ami egy 2n-dimenzios kompakt sokasag)
olyan Morse fiiggvényt, melynek csak paros indext kritikus pontjai vannak.

M-8. Hény kritikus pontja van CP"-en egy olyan Morse fiiggvénynek, melynek csak péros
indext kritikus pontja van?

M-9. Igaz-e az, hogy ha X egyszeresen Osszefiiggd, akkor van rajta olyan Morse fliggvény,
melynek nincs 1 indext kritikus pontja?



Blokk: Ny Kutat() Verseny 2021. januar 24-31.

Nyirasok

Definiciok:

Legyen A = Z vagy R. (A definiciohoz csak az kell, hogy A Abel-csoport legyen.) Legyen
f:A— Aegy fiiggvény. Az f-hez tartozo Vy: A x A — A x A vizszintes nyirds legyen

Vi(z,y) = (= + f(y),),
az f-hez tartozo Fy: A x A = A x A fiiggdleges nyirds pedig legyen
Fy(z,y) = (z,y + f(2)).

Egy mérhetd/folytonos/kompakt tart6ju/polinom/stb nyiras olyan nyiras, ahol a hoz-
zatartozo f fiiggvény benne van az adott fiiggvényosztalyban.

Feladatok:

Ny-1. A = Z. Léssuk be, hogy Z x Z minden permutacioja elall mint legfeljebb C' nyi-
rés szorzata, ahol C abszolut konstans, vagyis a nyirdsok korldtosan generdljak a teljes
permutaciécsoportot.

Ny-2. A = 7Z. Mi torténik a véges tartoju nyirasokkal? Mit generalnak, és azt korlatosan
generaljak? (f véges tartoja, ha egy véges halmazon kiviil 0 az értéke).

Ny-3. A = R. Lassuk be, hogy a folytonos nyirdsok nem generaljak korlatosan, amit
generalnak.

Ny-4. A = R. Mit generalnak a polinom nyirasok? Lassuk be, hogy korlatosan generaljak.
Ny-5. A = R. Generéljdk-e a mérhets nyirasok a 45 fokos egyenesre valo tiikrozést?

Ny-6. Tegyél fel egy értelmes 1j kérdést ebben a témaban.
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Ortogonalis vektorok

Definiciok:

Az alabbi kérdésekben u v € F* esetén u és v (standard) skaldris szorzatat a kovetkezd

modon jeloljik: (u,v) = Z w;v;. Az alabbi kérdések mindegyikében k (ami a tér dimenzi-

6ja) és n (ami a Vektorok szamanak 2-szerese/6-szorosa) kozotti Osszefiiggéseket keresiink,
vagyis arra vagyunk kivancsiak, n mennyire lehet nagy k fiiggvényében, ha a vektorok kielé-
gitenek egy bizonyos feltételt. A cél minél pontosabban meghatéarozni, milyen « kitevskre
teljesiil n < k* (vagy valamilyen ¢ konstans mellett n < ck® minden k-ra).

Feladatok:

OV-1. Legfeljebb mekkora lehet n, ha vannak olyan
Uty oo Uy, U1,y .., Uy € RF

vektorok, melyekre
(us, vj) (uz, vi)

pontosan akkor nemnulla, ha ¢ = 57

OV-2. Legfeljebb mekkora lehet n, ha vannak olyan

ULy« oo Upy Uty ooy Uny Wiy e oy Wiy L1y v o5 Ty Y1y e o5 Yy B -+ 4

vektorok, melyekre
(ui, v5) (wy, ) (Yr, 2)

pontosan akkor nemnulla, ha 1 = j = k?
OV-3. Legfeljebb mekkora lehet n, ha vannak olyan
Uty .o Uy, UL, Uy € RF

vektorok, melyekre
(ws, vz) (g, vg) (e, v3)

pontosan akkor nemnulla, ha i = j = k7

2, € R¥

OV-4. Vizsgald a fenti kérdések kiilonboz6 valtozatait, példaul R helyett masik testet véve.

Fogalmazz meg (és probalj megvélaszolni) kapcsolodo kérdéseket.
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Specialis expanderek

Definiciok:

Egy (egyszeri iranyitatlan) grafot (n,d,\, k)-grafnak neveziink, ha n csicsa van, d-
reguléris, a szomszédsagi matrixaban a +d-t6l kiillonb6z6 sajatértékek abszolut értéke leg-
feljebb A, és a grafban nincs pontosan 2k hossza kor.

Feladatok:

SE-1. Legyen k > 3 egy rogzitett egész, és legyen ¢ > 0 a k-tol fiiggen kellGen kicsi.
Igazoljuk, hogy van végtelen sok (n,d,d/(logd)?, k)-graf, amelyben d > n¢.

SE-2. Az el6z6 allitasban vehetd ¢ > :,%k? Ha igen, akkor a szoba jov6 n-ek novekvs soro-
zataban a szomszédosak hanyadosa 1-hez tart?
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Tutte polinom

Definiciok:
Egy G = (V, E) graf Tutte polinomjat a kdvetkez6képpen definialjuk:

To(r,y)= Y (x— DFOHE(y _ EOHAIV]
ACE(G)

ahol k(A) a (V, A) 6sszefiiggd komponenseinek szama.
Feladatok:

TP-1. Mutasd meg, hogy T;(2,0) a G graf aciklikus iranyitasainak a szama, T¢(2, 1) pedig
a G feszit6 erddinek a szama (aciklikus élhalmazok).

TP-2. Igaz-e, hogy 2T¢(2,0)T¢(2,2) > T(2,1)? minden 6sszefiiggs G grafra?
TP-3. Igaz-e, hogy d > 4 esetén létezik olyan C' = C; > 1 konstans, hogy tetszéleges

d-regularis n cstcsu G grafra
TG(27 1)

> "7

TP-4. Mutasd meg, hogy tetszleges d-reguléris n csicsu G grafra T(0,1) < (d — 1)".

TP-5. Adj meg minél jobb C' konstanst, hogy tetszéleges 4-reguléaris n csicsu G grafra
T6(2,0) < C™

TP-6. Fogalmazz meg magad sejtést a T (x,y) polinommal kapcsolatban.
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A véletlen gubanc vajon factor of i.i.d.?

Definiciok:

o Legyen d > 3, K C Z%, |K| < +o0, z € K, ex(x) := Py(Hyx = +00), ahol P, jeloli
a Z< racson értelmezett, x € Z%-bol inditott X (-) egyszerd szimmetrikus bolyongas
eloszlasat, és Hy :=inf{n > 1 : X(n) € K}.

e Legyen T € N,, u € R,. Legyenek a NI'*, x € Z¢ valoszintiségi valtozok fiigget-
lenek és POI(u/T) eloszlastiak. Legyenek X, (+),r € Z% i € N, (az el6bbiektdl és
egymastol) fiiggetlen bolyongasok, X, ;(0) = = kezddponttal. Legyen

NTu

U U{sz :m( ) "'aXx,i<T_1>}' (1)

xeZd i=1
Legyen 0“1 (z) := 1[z € Z%7], x € Z°.

e Legyen © egy mérhet tér. Legyen n = (1(x)),cza az Q%" tér egy véletlen eleme. Ha
y € Z°, akkor jeldlje 7,m az n konfiguracio y-nal valo eltoltjat, azaz 7,n(z) = n(z—y).
Akkor mondjuk, hogy az n rendelkezik a factor of i.i.d. tulajdonsaggal, ha van egy
olyan Q) mérhets tér és 7, ami Oz egy olyan véletlen eleme, hogy 7j(z),z € Z%
fliggetlenek és azonos eloszlasiak, tovabba egy olyan ¢ : Q%' — Q mérhets fliggvény,

hogy
77(@ - ¢<Txﬁ)7 T e Zd'

Feladatok:

VG-1. Bizonyitsa be, hogy Z¢ tetszéleges véges K részhalmazara

TIEI;OIP’(I“TOK 0) —exp<—uZeK ) (2)

zeK

VG-2. Bizonyitsa be, hogy van Z%nek egy olyan véletlen Z* részhalmaza (amit v intenzi-
tastu véletlen gubancnak neveziink), amire

P(Z*NK =0) =exp <_UZ eK(:U)> , KcCZ% |K|< 4. (3)
zeK

Léssa be tovabbéa, hogy (3) egyértelmiien meghatarozza Z* eloszlasat.

VG-3. Lassa be, hogy n%* factor of i.i.d.
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VG-4. Lassa be, hogy ha n“(x) := 1[z € T%], akkor n* factor of ii.d. Ime egy otlet,
hogy hogyan kezdjiink neki: valamilyen végtelenhez tart6 T, 75, ... sorozatra csatoljuk a
ZwT 7wt halmazokat (azaz adjuk meg egy egyiittes realizaciojukat) oly moédon, hogy
a kozos realizacio is egyiittesen factor of i.i.d. legyen, tovabba a kozos realizécioban Z%7Tx
és T»Tr+1 olyannyira hasonlitsanak egymasra, hogy n*7*(z) majdnem biztosan konvergal
minden = € Z¢ esetén, amint k — oo. Ilyen csatolast lehet, hogy nehéz talalni, de reményt
kelt, hogy hasonlé gondolatmenettel sikeriilt az in. voter model stacionéarius eloszlasarol
belatni, hogy factor of i.i.d.
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