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1. Vagasok lefogasa élparokkal

Legyen G = (V, E) egy |V| = n pontt iranyitatlan graf, melynek az élhalmaza felbomlik
két diszjunkt 17 és Ty feszits fara, azaz F = T U Ts.

1. Feladat. Igazoljuk, hogy G el6all az egy pontu iires grafbol az alabbi 1épések segitsé-
gével:

(i) felvesziink egy 1j pontot, majd két éllel bekdtjiik a korabbi pontok halmazéba,

(ii) egy meglévs uv élt felosztunk egy 0j w ponttal, és w-t 6sszekotjik egy (u-tol és v-t6l
nem feltétleniil kiilonb6z6) ponttal.

A feladat segitségével igazolhato a kovetkezd allitas.

2. Feladat. Igazoljuk, hogy G élei sorbarendezhet&ek tigy, hogy T} élei paratlan sorszamot
kapnak, T5 élei paros sorszamot kapnak, és G minden kore tartalmaz két egymast kovetd
szamot.

A kutatés célja ezen allitas egy bizony értelmben duélis valtozatanak igazolasa vagy
cafolata. A pontok egy nemiires valodi Z részhalmazara a graf Z és V — Z kozott mend
éleinek C' halmazat G egy vagasanak nevezziik. A 2. feladatban megfogalmazott allitas
vagasokra vonatkozo valtozata a kovetkezd lenne.

3. Probléma. Igaz-e, hogy G élei sorbarendezhetéek tigy, hogy T élei paratlan sorszdmot
kapnak, T5 élei paros sorszamot kapnak, és G minden vagéasa tartalmaz két egymast kovets
szamot?

A kérdés méar abban az esetben is nyitott, ha csak a vagasok egy specialis részhalmazat
tekintjiikk. A graf alapvagasan egy olyan vagast értiink, mely Ti-et vagy Th-t pontosan
egy ¢élben metsz.

4. Probléma. Igaz-e, hogy G élei sorbarendezhetGek tgy, hogy T7 élei paratlan sorszamot
kapnak, T, élei paros sorszamot kapnak, és G minden alapvagésa tartalmaz két egymaést
kovets szamot?



A probléma egy mésik iranyu gyengitését kapjuk, ha az élek egy sorbarendezése helyett
élparok egy olyan halmazat keressiik, melyek minden vagast lefognak — egy {e, f} élpar
akkor fog le egy C' vagast, ha {e, f} C C.

5. Probléma. Adjunk minél jobb (idealisan a pontok szaméban linearis) fels¢ korlatot a
G vagasait fedd élparok minimalis szamara, ha

(a) barmely élpar hasznalata megengedett,
(b) csak Ty — T, élparokat hasznalhatunk (azaz az par egyik tagja Ti-ben, a masik tagja
Ty-ben van).

A jelenlegi legjobb korlat az (a) esetben O(nlogn), mig a (b) esetben csupén a triviélis
O(n?)-es felss korlat ismert. Ha Ty és Ty is egy-egy Hamilton tt, akkor a (b) esetben is
elegendé O(nlogn) par a vagasok lefogasahoz — ugyanakkor ez nagyon messze van a 3.
problémaban sejtett O(n)-es értéktsl. A témakorrsl a [5] cikk 3. fejezetében lehet olvasni.

2. Feszit6fa-parok tavolsaga

Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan graf, tovabba legyenek A; és A, feszitfak G-ben.
Az alabbi tulajdonséig a feszitéfak egy nagyon erds strukturalis tulajdonsagat irja le.

6. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszGleges e; € A; élre létezik olyan ey € Ay él, melyre
Al —e; +ey s Ay + e — ey is feszitdta.

A feladatban szereplS cserét szimmetrikus cserének nevezziik. Legyenek most A =
(A1, Ag) és B = (By, Bs) rendezett feszitéfa parok G-ben. White [3] azt a kérdést vizsgal-
ta, hogy mikor lehet eljutni A-bol B-be szimmetrikus cserék egy sorozataval. Ha létezik
szimmetrikus cseréknek ilyen sorozata, akkor a két feszitGfa part ekvivalensnek nevezziik.
Ennek természetes sziikséges feltétele, hogy A1NAs = BiN By és A{UAy = B1U B, teljesiil-
jenek — ilyenkor a két feszitéfa part kompatibilisnek nevezziik. White azt sejtette, hogy
valdjaban ez egyben elégséges is, amit az el6z6 fejezetben latott konstruktiv karakterizacio
(lasd 1. feladat) segitségével lehet igazolni.

7. Feladat. Két feszit6fa par pontosan akkor ekvivalens, ha kompatibilisek.

A fenti feladat azonban nem mond semmit arrél, hogy minimum hany szimmetrikus
cserére van sziikség ahhoz, hogy A-t B-be alakitsuk. Hamidoune [0] azt sejtette, hogy
ehhez n — 1 1épés mindig elegendd.

8. Probléma. Ha két feszitéfa par ekvivalens, akkor n—1 szimmetrikus cserével egymasba
alakithatoak.

A sejtés igaz ugynevezett kerékgrafokra [3], de altalaban tovabbra is nyitott. A legjobb
ismert felsé korlat a sziikséges szimmetrikus cserék szamara O(n?). A kutatas célja ezen
fels6 korlat javitasa, akar specidlis grafosztalyok esetén. A témakorrdl és tovabbi kapcesolodd
sejtésekrdl a [1] cikkben lehet olvasni.



3. Fedés tarka fakkal

Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan graf, melynek élhalmaza felbomlik % éldiszjunkt
feszit6fara. Adott G éleinek egy olyan szinezése, amelyben minden szinosztély legfeljebb
két élet tartalmaz. Azt mondjuk, hogy G éleinek egy részhalmaza tarka, ha nem tartalmaz
két azonos szind élt.

9. Feladat. Igazoljuk, hogy
(a) G-nek van tarka feszitéfaja,
(b) G élhalmaza lefedhetd tarka feszitGfakkal.

Jelolje f(k) azt a legkisebb (csak k-tol fiiggd) szamot, amire minden fenti G graf és
szinezés esetén igaz, hogy G élhalmaza lefedhets f(k) tarka feszitGfaval, ha létezik ilyen
szam, kiilonben pedig legyen f(k) = co.

10. Feladat.

(a) Adjunk példat olyan grafra és szinezésre, amely az f(2) > 3 allitast igazolja.
(b) Lassuk be, hogy k > 3 esetén f(k) < oc.

A k = 2 esetben nem ismert, hogy f(2) véges-e. A k > 3 esetben Aharoni és Berger |1, 2]
egy joval altalanosabb (matroidokra vonatkozo) sejtésébdl f(k) = k kovetkezne, jelenleg
azonban csak f(k) < 2k + konstans fels6 korlat ismert [7]. A kutatés egyik célja ezen
becslések javitasa.

11. Probléma. Adjunk minél jobb fels§ becslést f(k)-ra.

Tarka feszit6fak helyett a tarka erdékkel valo fedés is érdekes kérdésekhez vezet. Jelolje
g(k) azt a legkisebb szamot, amire minden fenti G graf és szinezés esetén G élhalmaza g(k)
tarka erdével fedhets. Mivel minden szinosztaly legfeljebb két élt tartalmaz, igy minden
feszitéfa két tarka erdére bomlik, kovetkezésképpen g(k) < 2k teljesiil. A k = 2 esetben
ismert, hogy ezen 4 helyett 3 tarka erdd is elegendd.

12. Feladat. Lassuk be, hogy ¢(2) = 3, azaz a k = 2 esetben G élhalmaza 3 tarka erdére
bonthato, 2 tarka erdére azonban nem feltétleniil.

A k > 3 esetben nem ismert g(k) pontos értéke, a korabban emlitett f(k) = k sejtésbol
g(k) = k kovetkezne.

13. Probléma. Adjunk minél jobb fels§ becslést g(k)-ra.
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4. Extremalis regularis grafok: K, , esete

Legyen G, a d-regularis grafok Osszeségét. Jonéhany grafparaméter esetén az a sejtés,
hogy a K441 maximalizalo graf. (Nagyon gyakran Kyi1, K4 vagy a végtelen d-regularis fa
T, valamelyike az extremalis graf, ezutobbi eset egy kicsit tritkkkés.) Itt néhanyat emlitek
meg ezek koziil. Alabbiakban mindenhol v(G) jeldli egy graf csticsainak szamaét.

Sejtés: Legyen d paros és jelolje e(G) a G graf Euler irdnyitasainak a szamét, ekkor G € G,

esetén
8(G)l/v(G) < 6(Kdﬂ)l/v(Kom)_

Sejtés: Legyen d paros és legyen M(G,\) = ZZ(:%) mi(G)NF, ahol my(G) a k él parosi-
tasok szama a G-ben. Ekkor G € G; és A > 0 esetén

M(G, )\)l/v(G) > M(Kd+17 A)l/v(KdH).

A sejtés be van bizonyitva ha A nagyon pici vagy nagyon nagy. Paratlan d-re nem igaz az
allitas ha A nagy.



Sejtés: Legyen
Z(G qw)= Y ¢ Wuwl,

ACE(G)

ahol ¢ > 1 ésw > 0 és k(A) a (V, A) Osszefiiggé komponenseinek szama. Ekkor G € Gy

esetén
Z(G,q,w)" ) < Z(K gy, g, w)/ Earn),

A sejtés be van bizonyitva ha ¢ egész.
Sejtés: Legyen F(G) a G graf feszitGerddinek szama. Ekkor G € G, esetén

F(g)l/v(G) > F(KdJrl)l/U(KdJrl).

5. Extremalis spektral grafelméleti kérdések

Legyen G egy graf n cstcson. Legyen Ay > --- > ), az adjacencia matrixdnak a
sajatértékei. Alabb emlitek néhany tipikus sejtést.

Sejtés: (Elphick, Farber, Goldberg, Wocjan) Legyen s, (G) = >0, oA és s (G) =
> a0 ;- Ha G Gsszefiiggs, akkor min(s (G),s_(G)) >n — 1.

Ez valojaban két kiilonb6z6 probléma: s (G) > n —1 és s_(G) > n — 1, ami kiilén is
értékes. A sejtés azért érdekes, mert tetszéleges T fara s, (T) = s_(T) =n—1, de a K,
teljes grafra s_(K,) =n — 1 szintén teljesiil.

A1 (G)—i-)\n (G)

Egy masik graf sajatértékekre vonatkozo probléma a kévetkezd: mi a maximuma —

kifejezésnek haromszogmentes grafokra. Azt tudni lehet, hogy a valasz 0.14 és 3 — 2v/2 ~
0.1715 kozott van és regularis grafokra ismert egy kicsivel jobb fels§ becslés.

6. Véletlenitett Atlagolas konvergenciaja

Néhany entitas szeretné a méréseit kiatlagolni. Ha hatékonyan szinkron kommunikalna-
nak, elég szép graf mentén, ez menne is gyorsan. Ehelyett annyit engediink, hogy egyiranyu
tizeneteket kiildjenek egymasnak. Egy mtikods séma erre az esetre az n. ratio consensus
(masutt push-sum, weighted gossip), ahol az 7 entités a mért 2° mellett egy masodlagos w’
valtozot is kap, ami fixen 1-rél indul. Egy ¢ — j lizenet esetén a frissités

Ty = (1= @)y, Ty = T +qTy,

i i i i
wy, = (1 — q)wy, Wiy = Wy + quy,



valamilyen globélis rogzitett ¢ € (0,1) ardnnyal. Bizonyitott, hogy nemtriviélis iid iizen-
getések esetén ! /w! minden szerepldre tart az atlaghoz 1 valoszintiséggel, exponencialisan
gyorsan. Na jo, de milyen ratéval?

Jol becsiilhets ratdhoz arra az esetre szoritkozunk, amikor mindenki minden lépésben
kiild egy iizenetet, egyetlen véletlen szomszédjanak. Legyen a kiildési valdszintiségek mat-
rixa P, ennek spektruma \;, az entitasok szama n. Tranzitiv esetben (talan altalanosabban
is?7) kell6 munkéval a ratara felsg becslésként kapjuk az alabbi egyenlet (polinom) legna-
gyobb gyokét:

I 3 1-X _,
nige—(1-qg+aq))

Szép vagy nem szép, mindenki eldonti, annyiban elényos, hogy ,csak” egy n — 1-edfoku
polinom egyetlen gyoke kell (més megkozelitésekben n? x n? matrixot kell megérteni, vagy
aszimptotikus mennyiségeket).

Itt egy magas labda, hogy erre a gyokre olyan felsé becslést mondjunk, ami kevésbhé
implicit, de azért még mond valamit (azaz x < 1-nél ersebbet :)).

Hattér, el6zmények: dltalaban az dtlagol6 folyamatrol https://ieeexplore.ieee.org/
iel5/8767/27770/01238221 . pdfkempedobra, illetve a ratabecslésekrél https://ieeexplore.
ieee.org/iel7/9/9743955/09382110.pdf, https://arxiv.org/pdf/2104.04802 (a fen-
ti polinomos becslés még nem keriilt publikalasra).

7. Normal feliilet szingularitasok generikus analitikus ti-
pusainak invariansai és kombinatorikaija

Az algebrai geometria egyik klasszikus és szép dga a komplex normal feliilet szingula-
ritasok elmélete. Ez két dimenzios komplex feliiletek (4 valos dimenzios) cstnya pontjait
vizsgalja, ahol lokalisan nem tgy néznek ki mint R*. Egy szingularis pont kis kornyezete
gy néz ki mint egy 3-dimenziés kompakt tér folé allitott kup. Egy sima pont esetén ez a
tér egy 3-dimenzids gomb, szingularis pont esetén azonban egy bonyolultabb 3-dimenzios
tér, ugy nevezett graf 3 sokasag. Ez kombinatorikailag egy graf, és rajta két féle dekoracio,
az onmetszés szamok és génusz szamok irjék le.

Egy klasszikus kérdése a normél feliilet szingularitasok elméletének, hogy analitikus
invariansok mint a geometriai génusz, multiplicitas vagy Milnor szadm milyen szinten ol-
vashatoak le a graf kombinatorikajabol. Az utébbi években egy 1j lendiiletet kapott a
téma azaltal, hogy fix graf mellett a lehet6 leggenerikusabb analitikus tipusra szamtalan
invarianst sikeriilt leirni, mint példaul a geometriai génuszt vagy a multiplicitast. A for-
mulak sajatos jellege, hogy legtobbjiik egy a grathoz rendelt kvadratikus Riemann-Roch
fiiggvénybdl olvashatoak le kombinatorikus képletekkel.

Bar sok invaridnsat sikeriilt méar leirni a generikus analitikus tipusnak, szdmos invari-
ans esetében ez nyitott kérdés maradt, mint pl a bedgyazéasi dimenzi6, vagy a Lipschitz
invariansok, vagy Brill-Noether szamok, a kutatasi projekt ilyen tipust invariansok meg-
hatarozéasat célozza az alapfogalmak megtanulasa utan.
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8. Részleges Steiner harmasok kiegészitése

Steiner harmas rendszer (STS(n)) alatt olyan 3-uniform hipergrafot értiink, amelynek
minden cstucsparjara pontosan egy hiperél (vagyis 3-elemii halmaz) illeszkedik. Parcialis
(részleges) Steiner harmas esetén azt koveteljiik meg, hogy minden cstucspérra legfeljebb
egy él illeszkedjen. Altalanos dsszefoglalonak a témakorben a [1] kézikonyvet javasoljuk.

Az altalanos kérdés a kovetkezs. Adott egy részleges Steiner harmasrendszer S n szé-
mozott csicson, vajon ki tudjuk-e megfelelGen egésziteni ST'S(n) harmasrendszerré?

1. Remark. Vildgos, hogy ez ekvivalens azzal, hogy adott eqy K,, teljes grdf, kivalasztottunk
néhany éldiszjunkt hdaromszoget benne. Vajon a megmaradt élhalmazt tudjuk-e particiondlni
diszjunkt hdaromszégekre?

Bizonyos allitasok ismertek ebben az iranyban:

2. Tétel.
o Néhdny oszthatdosdgr kritérium dltaldnossdgban sziikséges lesz a particichoz. Eleve a
STS(n) létéhez sziikséges hogy n = 1,3 (mod 6) teljesiljon. [1]

o Az oszthatosdgi kritérium mellett ha S-ben a csiucsok tébb mint felének O a foka, akkor
a kiegészithetdség teljesil [7].

e Ha S kellden ritka, akkor a kiegészithetdség szintén igazolhato [/, 2].

A cél, hogy olyan specialis harmasrendszer-csaladokra éles(ebb) allitast mondjuk a fok-
szamos verzid helyett. A bizonyités {6 nehézsége altalaban abban all - grafos terminolo-
giaban -, hogy olyan élhalmazt szeretnénk lefedni, aminek a strukturajarol nem, csak a
szamossagarol van informécionk. Amennyiben van informécionk a struktirarél is, az a
fedési stratégiara tovabbi alternativakat kinal.

Példa: az n-csicsi S-rél tudjuk, hogy néhany (k) klikk uniojanak élhalmazat fedi le. A
klikkek méretének fiiggvényében bizonyitsunk korlatokat arra, hogy mikor létezik minden-
képp S-nek kiegészitése valamilyen STS(n) Steiner harmasrendszerré.

Egy ilyen eredmény geometriai jellegii alkalmazasokat is lehetévé tehet.
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9. Additiv kombinatorika

Az additiv kombinatorika korébe tartozo olyan kérdéseket vizsgalunk majd, ahol azt
irjuk el6, hogy egy halmazban egy bizonyos (aritmetikai) minta (példaul szamtani sorozat)
ne forduljon els. (Vagy esetleg éppen azt, hogy sokszor eléforduljon.) A konkrét vizsgalt
kérdéseket a csoport érdeklgdéséhez, Gtleteihez igazitva valasztjuk ki a program elsé nap-
jaiban. Par lehetséges iranyt ismertetiink réviden.

Mi a lehetséges legkisebb mérete egy olyan A C [, halmaznak, melynek minden eleme
egy 3 hosszi A-beli szamtani sorozat kozépss eleme? (Azaz minden a € A esetén van
b,c € A\ {a} tgy, hogy 2a = b+ c.) Es ha 2k + 1 hosszt szamtani sorozat létezését irjuk
el6, vagyis minden a € A esetén kell legyen olyan d # 0, hogy a+d,a+2d, ..., a+ kd mind
A-beliek? Es ha emellett még azt is megkoveteljiik, hogy minden a ¢ A esetén legyen olyan
d+# 0, hogy a+d,a+2d,...,a+ kd € A? Ezek a kérdések az Alon-Jaeger-Tarsi sejtéshez
kapcsolodnak, mely azt allitja, hogy ha M egy nemszinguléris matrix egy legalabb 4 elemi
test felett, akkor van olyan x, hogy sem x-nek, sem Mx-nek nincs 0 koordinatéja.

Mekkora lehet Z7 egy olyan részhalmaza, ami nem tartalmaz £ hosszi szamtani soro-
zatot? A kérdést elsGsorban tgy néznénk, hogy m, k rogzitett, és n — oco. Az extremalis
méretet jelolje r(Z). A kérdés mar k = 3-ra is nyitott. Ismert, hogy

2.217" < r4(Z2) < 2.756",

3" /\/n < rs(Z1) < 3.611"

Ezeken a becsléseken javitani talan til ambicidzus célkittizés lenne, de pl. bizonyos Ossze-
tett m-ekre a jelenleg ismert becslések javitasa, vagy akar k£ > 3 mellett az eddigieknél
jobb konstrukciok talalasa mar sokkal reménytelibb. Erdekes lehet méas aritmetikai kon-
figuraciokat is nézni, pl. hires kérdés, hogy mekkora lehet egy corner-free halmaz, vagyis
egy olyan A C [ x 7, melyben nem fordul el az (a,b), (a + d,b), (a,b + d) konfigura-
ci6. Sarah Peluse nemrég igazolta, hogy ha az A C F} x F} halmazban nem fordul els
az (a,b),(a + d,b),(a,b+ d),(a,b+ 2d) konfiguracio, akkor a halmaz stirtisége legfeljebb
1/log,, n, ahol log,, az m-szer iteralt logaritmusfiiggvény, és m egy nagyon nagy szam.
(Négypontu kétdimenzios minta esetén ez az elss ilyen eredmény.)

Fels§ becslésekhez a polinom modszer lehet hasznos (példaul a “slice rank” segitsé-
gével), alsd becsléseknél Behrend, és Salem-Spencer konstrukciéi adhatnak ihletet, de a
kérdések sok maés teriilethez (szamitastudomény és informécidelmélet, geometria), illetve
hipergrafokkal kapcsolatos kérdésekhez is kapcsolodnak.

10. Graham és Pilz sejtései

Ki lehet-e szinezni a pozitiv egész szamokat n szinnel ugy, hogy barmely a-ra az
a,2a,3a,...,na szamok szine paronként kiilonbozs legyen? Ismert, hogy végtelen sok n-re
a valasz igen, olyan n viszont, amire nem létezik szinezés nem ismert. A legkisebb nyitott
eset n = 195. A kérdés tgy is megfogalmazhato, hogy Z™™ parkettazhato-e egy n elemi


https://terrytao.wordpress.com/2016/05/18/a-symmetric-formulation-of-the-croot-lev-pach-ellenberg-gijswijt-capset-bound/

halmaz eltoltjaival. Igen vélasz esetén az allitdas Graham egy sejtésének erdsitése (melyet
Balasubramaniam és Soundararajan mér megoldottak, azonban bizonyitdsuk hosszu, és
technikai jellegti). A kérdéshez részben szintén kapcsolodik Pilz sejtése, aminek motivaci-
6ja kodelméleti, és azt allitja, hogy az A,2A, ..., nA halmazok szimmetrius differenciaja
mindig legalabb n elemd, ha A az egészek egy véges részhalmaza. (Itt kA = {ka : a € A}.)
Nem nehéz belatni, hogy a szimmetrikus differencia elemszama legalabb 7(n), a legjobb
also korlat n/(logn)* alaka (A ~ 0.2223).

11. Baire kategoria és végtelen kombinatorika

Az elmilt néhany évben nagyon aktiv teriilet a valos szamokon értelmezett lokalisan
véges grafok tulajdonsigainak vizsgalatata. Ennek egyik {6 motivacidja az, hogy klasszikus,
paradoxikus atdarabolasokrol szolo kérdések atfogalmazhatok parositasokrol szolo kérdé-
sekké.

A hir(hedt)es Banach-Tarski Paradoxon példaul egy, a tér izometriai altal meghata-
rozott grafban vald teljes parositas létezésén alapszik. Az eredeti bizonyitas természete-
sen hasznalja a Kivalasztasi Axiomat, igy az atdarabolas nagyon csiinya darabokkal va-
losul meg. Ez persze sziikségszert: nyilvanvald, hogy a darabok nem lehetnek Lebesgue-
mérhetdk.

Meglepé modon Dougherty-Foreman [2] belattak, hogy ha a Lebesgue-mérhetdség fel-
tételét Baire-mérhetSségre cseréljiik!, az atdarabolas igy mar megvalosithato, s6t, Marks-
Unger [3] kés6bb lényegében azt is bizonyitotték, hogy valahanyszor létezik egy dtdarabolas,
létezik egy, Baire-mérhets darabokkal is.

A célunk, hogy Baire-mérhetd szemszogbdl vizsgéljuk a kiilonb6z6 kombinatorikus kér-
déseket. A kovetkezd kérdés példaul nyitott.

1. Kérdés. Igaz-e a Vizing-tétel a Baire-mérhetd esetben, vagyis, igaz-e az, hogy ha G
legfeljebb d fokszami Borel graf a valos szamokon, akkor G-nek létezik Baire-mérhetd d+ 1
élszinezése?

A felmeriils kérdések altalaban konkrét kombinatorikus kérdésekké fordulnak le (ez
egyébként sokszor bizonyithatoan is igaz [1]) megoldasukhoz nincs sziikség a Borel halma-
zok vagy a Baire-mérhetGség definicional mélyebb szintd ismeretére.
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