Palvolgyi Domotorrel és Lenger Déniellel egyiitt kombinatorikus geometriaval foglalkoztunk;
az altalunk vizsgalt {6 problémaban alternédlé utakat kerestiink sikbeli szakaszok kozott, kiillonbozé
megszoritdsok mellett.

A probléma el6szor J. Urrutia 2002-es Open Problems in Computational Geometry cimi
cikkében jelent meg.

Az alapfeladat szerint a sikon ki van jeldlve n db diszjunkt, dltaldnos helyzetii szakasz és minél
hosszabb olyan énmagat nem metsz6 tordttvonalat keresiink, melyben minden masodik szakasz a
megjeloltek koziil kertl ki. A torottvonal hosszanak azt nevezziik, hogy hany megjelolt szakaszt
tartalmaz. A kérdés az, hogy &dltaldnos (nagy) m esetén milyen alsé és felsd korlat adhatd a
leghosszabb ilyen torottvonal hosszara.

Ezzel a kérdéssel korabban Pach Janos és Rom Pinchasi foglalkozott, és adott konstrukciét 2v/2n
felsd korldtra, valamint bizony{tast c- ¥/n alsé korldtra. A bizony{tdsuk visszavezeti a feladatot egy
specialis esetre, ahol az Osszes szakasz atmetszi az y tengelyt. Ebben a specidlis esetben belatjék,
hogy kivélaszthaté egy O(y/n) hosszi torottvonal.

Ha a probléméban szerepl6 eredeti szakaszokat ugy képzeljiik el, mintha azok rogzitett falak
lennének, természetessé valik bevezetni egy djabb megszoritast: a toréttvonal ne metszhesse a fel
nem hasznalt falakat sem. fgy a feladatnak egy lényegesen eltérd valtozatat kaptuk, melyre sikertilt
egy olyan konstrukciét taldlnunk, melyben a leghosszabb torottvonal csak 6logs n hosszi. Ennek
a konstrukciénak az elsé két rétege lathaté az alabbi abran.

A konstrukciéban minden szakasz az egységkor egy-egy hurja, és az abra szerkezete kodolhatéd
egy fagréffal, aminek a csucsai azon tartomanyok, melyeket a szakaszok és a korvonal hatérolnak;
és két csucs akkor van 6sszekotve éllel, ha azok szomszédos tartomanyokat jelolnek. A szomszédos
tartoményokat mindig egy szakasz valasztja el, melyek a fa éleinek felelnek meg. A téréttvonalunk
szomszédos tartomanyok kozott csak az elvalasztéd szakaszokon keresztiil tud kozlekedni. igy ha a
torottvonal atkelt egy szakaszon, akkor mar nem tud visszatérni ugyanabba a tartoményba. Ha
a torottvonal igy érint egy szakaszt, hogy nem kel at rajta, akkor kés6bb mar nem tud atjutni a
szakasz tuloldalara.

Tehat ha a fagrafon kovetjiik a torottvonal altal érintett szakaszokat, akkor a nekik megfelelo
élek egy utat fognak kijelolni, melyrdl helyenként ledgazhat egy-egy él (ezek azoknak a szakaszoknak
felelnek meg, melyeket érintettiink, de nem keltiink &t rajtuk). fgy az a célunk, hogy a faban
azt az utat keressiik meg, ami a legtobb élt tartalmazza, az tttal kozvetlen szomszédos éleket is
beleszamitva.

A konstrukcidbeli grafban n él van és minden csucsbdl kifelé & = 3 él indul ki. Ekkor a
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leghosszabb 1t hossza (a kozvetlen szomszédos éleket is szamolva) 21k — k, ahol n = ésla
szintek szama.

Lathato, hogy az tuthossz logaritmikus az élek szamaban, és az aldbbi érték mutatja meg, hogy
log n-nek hanyszorosa: (l+1)1o§lllc€:1]f)g(k—1)' Ahogy [ tart végtelenbe, ez lfgk—hoz tart, ami k = e
esetén lenne minimdélis. Ez persze nem megvalésithatd, az egész értékek koziil £ = 3 adja a legjobb
megoldast. De felmeriilt az az 6tletiink, hogy egyes rétegekben 2, masokban 3 él induljon kifelé a
csticsokbol, megfelel6 aranyban.

Kideriilt azonban, hogy a 6log;n-es felsé becslés mar ismert eredmény, D. Téth Csaba és




Michael Hoffmann mar megtalalta ezt a konstrukciét. Viszont megvizsgaltuk az eredeti, és az 1j
megszoritds mellett is (hogy az eredetileg megjeldlt szakaszok egyikét sem metszheti a toréttvonal)
azt az esetet, mikor az Osszes megjelolt szakasz atmetszi az y tengelyt. Mikor elmetszhetjiik a
fel nem hasznalt eredeti szakaszokat a torottvonalunkkal, alabbi bal oldali abran lathatunk kon-
strukciot, ahol az n szakaszbdl %n—et tudunk legfeljebb a torottvonalunkban felhasznalni, mert az
egyes részeibol, mely a jobb oldali dbrank, vagy 4 szakaszt valasztunk csak ki, vagy a torottvon-
alunk a két révidebb szakaszban kezdddik illetve végzodik.
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Az 4j megszoritasok mellett, mikor nem metszhetiink el a toréttvonallal semmit, egy ¢-n'°985-6s
becslést adunk, ahol az egyes konstrukcidkat rekurzivan definialjuk. Legyen a t. konstrukcié K,
és K7 egy kis vizszintes vonal. Ekkor legyen K1 a kovetkezo:
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Itt a piros pontok helyére beillesztjitk K;-t. Ekkor a fentebbiek alapjan legfeljebb 5 piros pontot



érintiink a nyolcbdl, igy ha s; a szakaszok szama K;-ben, és v; amennyit ki tudunk valasztani, akkor
St41 = 88 + 11, és vy 1 = Suy + 11, {gy s¢ ~ 8 vy ~ B, tehdt vy ~ 350985.

Rovid ideig a probléma azon valtozataval is foglalkoztunk, ahol az altalunk berajzolt szakaszok
metszhetik az eredetieket, de egymadst nem. Itt azonban hamar kideriilt, hogy mindig 6sszekothetd
az Osszes szakasz. Az eredeti probléma azonban tovabbra is nyitott marad; Pach és Pinchasi sejtése
szerint az ismert O(/n)-es alsé és O(y/n)-es fels§ korldtok koziil az utébbi all kozel az igazsdghoz.
Tovabbé felmeriil az a kérdés is, hogy mi a helyzet, ha a téréttvonalban az dltalunk djonnan

berajzolt szakaszok egymast metszhetik, de a hasznalt eredeti szakaszokat nem.



